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行列 式 的 性 质 


一 . 行列 式 的 性 质 
性 质 1 行列 式 按 任 一 行 展开 ， 其 值 相等 ， 即 


det4 = 04 + 02 直 十 二， 
其 中 4 CD Mr 为 划 去 4 的 第 泊 车 / 列 后 
所 得 的 z -1] 阶 行列 式 ，4 称 为 ae 的 代数 余子 式 。 
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例 2 计算 信人 外 入 ， 


D - 人 2 人 2 
0 0， 
1 
解 
仍 ] 人 甸 ) 僧 1 
门 - 人 2 人 -1 
用 化 
0 化 1 7 1 
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亿 ] 催 ， 
加 (2 
人 化 人 1 

0 
同 理 

米 
人 = 

人 

0 0 


仍 ，> 


位 
2 - 一 。。。e 一 e@ @ e 
人 


化 2 7 2 
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行列 式 的 性 质 
推论 若 行列 式 的 某 一 行 全 为 零 ， 则 行列 式 等 于 堆 . 


性 质 2 7z 阶 行列 式 某 两 行 对 应 元 全 相等 ， 则 行列 式 为 零 . 

即 当 wx = 天 7， 一 1 1 时 ，det4= 0. 

正 “归纳 法 ) 结论 对 二 阶 行列 式 显 然 . 

设 结 论 对 xz-1 阶 行列 式 成 联 ， 对 于 zz 阶 ; 按 第 FA 放行 展开 
det4=a4d+aDdD + Ad (EC 大 7 门 


由 于 MI (CE=1 2? 。。。》 12) 是 zz-1 阶 行列 式 ， 且 其 中 都 有 两 
行 元 全 相等 ， 所 以 
4 =0 (=1...71) 故 det4=0. 
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Ci AT 0 
性 质 3 ae ee e ae ee e ee e ee e 
O Tc 必 二 Ci 六 + Co 
2 (5 化 
人 1 人 包 2 亿 | 人 丰 外 2， 人 万， 
一 2 2 2 下 Cil Ci (人 Ci 
人 亿 : 人 人 1 化， 人 
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第 行 


按 第 行 展 开 
下 二、 二 (Di C) 4 全 全 (P， 0 


= (4 +…+Dd)+(CcId+…+Cd) 


I17 712 


4 01 di 61 0 Q1) 
呈 忆 忆 ， 十 |cl Ci CC 六 
Cj Q12 四 Cj Cj 12 Ci 


线性 代数 与 空间 解析 几何 邓 良 恒 


行列 式 的 性 质 


例 3 |123|1 2 3 
4 2 0=| 4 》 6 
2] /9 1+4 2+2 3+0 
3J| 1 2 3 
=|4 2 0I+I4 > 0 
3J| 4 > 0 
=0+0=(0 


观 奈 : 与 矩阵 加 法 的 区 别 ? 
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将 A 的 肝 一 行 乘 以 数 人 得 到 A， 则 

detA;， = K(detA) ; 
将 A 的 东 一 行 的 k( 寺 0) 倍加 到 另 一 行 得 到 A。 ， 
则 

detA, = detA; 


交换 A 的 两 行 得 到 A:， 则 detA。 = -detA. 
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和 让“〈1) 按 乘 以 数 / 的 那 一行 展 开 ， 即 得 结论 成 立 。 
(2) 


01l CT 11 4 | 411 Cr 
| Cr 人 | Ci 0il Car 
det 二 一 | 十 厂 吉 二 
C CL 
要 全) Cj 11 Cj 


= 一 det4d+K.:0=detd 
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〈3 ) 


及 
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0 4 6 前 “ 
二 本 一 Qi 一 Ci 一 Cr 
Qi 十 Qil Qi 十 Ga 4 11 L 7 
4 Co 公 Li 
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行列 式 的 性 质 


应 用 : 
1. 设 A 为 n 阶 和 阵 ， 则 det(Ed) = 大 (det 人. 
2. 科 等 息 阵 的 行列 却 : 
det( 情 ) = det( 忆 门 = 一 det7 = 一 ] 
det 忆 (c) =c 关 0; 
det P(c) = 
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初等 矩阵 与 任 一 方 阵 A 乘 积 的 行列 式 : 
det( BE 人 = 一 det4= (det 有)(det 4)， 
det(E(c)4 和 = c(det 人 = (det 已 (c))(det 4)， 
det(Er(co4)= det4=(detE(c))(det 4 

对 任 一 初等 矩阵 玉 ，det(E4 = (det 匹 )(det 4 


设 互 , 忆 ，… 五 为 初等 算 阵 ， 则 
det( 已 忆 … 履 4)=(det 忆 ) (det 尼 )(det4) 


125 
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例 4 “” 求 徐 阵 A 的 行列 式 |Aj，21A| 和 |2A| 
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2 4 
2d=2 2 3|=…=2 

1 1 

2 4 6 1 2 3 
24=4 4 4=2.2.22 2 3=8 

2 1 1 1 


?4 
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一 般 ， 


天 4|= 大 


相关 | 天 二 


义 
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性 质 5 ” 设 A 为 n 阶 和 矩 阵 ， 则 
det(4 ) = det 4 
证 当 A 不 可 逆 时 : 
设 4 一 一 fs >R( 最 后 一 行 的 元 全 为 雪 ) 
即 存在 初等 矩阵 玉 , 忆 ，，， 巨 ， 
4= 已 记忆 有 
detR=0 一 det4=(det 忆 ) (det 忆 )(det 玉 ) = 0. 
又 4 不 可 道 全 47 不 可 道 所 以 det47=0 19 
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当 A 可 逆 时 : 存在 初等 矩阵 已, 已, 已， 
有 4 = 已 忆 … 书 
det(4) = det( 权 … 玖 五 ) 
= (det 玉 )…(det 已 )(det 瑟 ) 
= (det 已 )…(det 尼 )(det 三) 


= (det 忆 det Pdet 素 ，) 


= det 4 
由 性 质 5， det4=aw 5 4 


.1 177 -717 ? 


了 了 证 
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例 5， 奇 数 阶 反 对 称 阵 的 行列 式 必 为 零 . 
秆 设 4xm (为 柯 数 ) 满 足 : 
4 和 = 一 4 
于 是 ,det4=det4 和 = det(-4 
= (-] det4= 一 det 4 


之 
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例 6 计算 4 阶 行列 式 


本 0 ] 
CC CC 
六 + 一 二 厅 
万 二 0 0 已 知 dpbcd = 1] 
， 1 1 
| 
C 
人 + 三 II 了 ] 
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解 : 

NU | 

0 0 0 
p 0 1 RE 

] ] 
CU | 

C 基 C 
jd 二 1 RE 

0 0 0 
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4 1 4 1 人 

0 0 0 0 
AIR 

= GOcd 0 0 + 人 (一 ] 0 2 
C 1] E C 1] 

cc cc 
1 

0 0 0 0 
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行列 式 性 质 小 结 : 


AN 


按 行 展开 : 朵 二 总 末 让 0 

三 类 初等 变换 : 

1. 换行 反 号 ，2. 倍 乘 ， 3. 倍加 . 

三 种 为 零 : 1. 有 一 行 全 为 零 ，2. 有 两 行 相 同 ， 
3. 有 两 行 成 比例 . 

一 种 分 解 

DT7 = 万 . 


旦 司 
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国生 
例 7. 设 4=|2? 4 -3| ， 求 det4. 
ES 


1 -3 7-3 7 
det4=I0 10 -17=0 10 -=-171=196 


190 
OU 
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1] 4 =- 4 
例 8 计算 D-P 1 4 3 
42 3 1 
309 2 
解 . i) -2*r2+r3; 让 -4*r2+r1 
-7 0 -7 一 4 王 本 | 
2 1 4 3 
站 - -(-D220 -5 5 
U 0 一 9 
3 0 9 2 3 有 < 
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例 9， 计 算 
了 ee 。 由 
作 
门 = 
] 小 
解 . 
X+(7 一 7 7 … yy 1 》 … 2) 
] 人 
| IDD) xx =(xz+(O 一 DO 
X 二 (1 一 DJ7 7 X 1] 
28 
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1 攻 

0 一 少 0 
=Cc+O-DD 

0 0  … YX 一 


=[x+(2 一 ID7 xz 一 J) 
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行列 式 的 计算 
例 10.， 证 明 范 德 蒙 行列 式 4" 这 2) 


LO X 
| 2 2 2 2| 
六 =| 2 2 3 | 二 ] (0 一 )， 
， 1]< 7<7I<71 

7 一 ] 有一] 17 一] 17 一] 

| -2 -3 -1 
] = 2: = 2 一 2 结论 成 也 。 

4 水 2 
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设 对 于 六 1 阶 结论 成 立 ， 对 于 fi: 


Tip: 从 最 后 一 行 开 始 ， 上 一 行 乘 以 .分 别 加 到 下 一 行 


] ] 1 ] 
0 二 | 1 洛 …， 0 

访 =0 和 Po 一 力 ) 2 一 一) 
0 2 (2 一 20) 0 一 2 Xi 一 2) 


] 1 .1 


和 
(一 )C06 一 所) (一 太 
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户 = 人 (2 一 X) 一 六 (0 一 六 ] | 一 忆 )) 汪 ] cx 一 


2< J<7I<717 ]< 7<z<7 
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0 0 0 0 1 aa oa dr 1] 1 1 1 
DO 1 天 户 和 
本 人 | cc ec 0 bc di 
dd di (人 1] 7 1 2013 有 有 Gd 
一 CDcd (ad -cj)(d -D)(c-zD)(Z=- qj(c-- aj(2-- 0) 
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例 12， 计 算 


已 = 
解 ， 加 边 法 
] al 0 


] + ai 0D 


0 1+a， 
4 42 
] 
CQ， 一 | 
4，|= | 一 
1+aw _1] 
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行列 式 的 计算 


1I+>》a am 0 0 
7 一 | 
0 1 0 1 
-| 0 0 1 0 二 
0 0 0 1 
(再 考虑 例 9? ) 
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解决 : 1. 可 逆 和 矩阵 与 行列 式 ; 
2. 矩 阵 乘积 的 行列 式 . 


证 4 一 2 > 尺 (简化 行 阶梯 形 ) 
即 存在 初等 矩阵 已 ,…, 已 使 得 4= 已 … 已 民 
和 :已 知 det4:0. 若 4 不 可 道 ， 
则 及 的 最 后 一 行 的 元 全 为 零 , 所 以 detR=0.，  。 
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方 阵 乘 积 的 行列 陈 


det 4= (det 互 )…(det 巨 )(detR) = 0, 歼 盾 . 
一: 若 4 可 逆 ， 则 R=1， 


det4=(det 忆 )…(det 尼 )(det7) 和 0. 
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方 阵 乘 积 的 行列 陈 


定理 2， 设 4， 鸭 " 阶 方 阵 ， 则 


证 . 


设 4 一 号 有 ”> 及 (简化 行 阶梯 形 ) 
即 存在 初等 矩阵 媚 ,…., 巨 使 得 4= 已 … 克 民 
det(4B) = det( 忆 … 媚 RDB) 
= (det 玉 )…(det 忆 )(detRD))， 
石 4 可 钞 ， 则 庆 /， 
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方 阵 乘 积 的 行列 陈 


det(4B)=(det 司 )…(det 天 )(det(7DP)) 
= (det 4)(det 忆 ). 


各 4 不 可 逆 ， 则 尺 的 最 后 一 行 全 为 零 , RB 的 最 后 一 行 全 为 零 . 
detd 记 =0 
(det 4)(det 有 8) =0(det 有 ) = 0. 
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方 阵 乘积 的 行列 式 
推论 1 “” 设 Ai (=1，…， 习 为 n 阶 和 矩 阵 ， 则 


det(4 入 …4)=(det4) (det4). 


推论 2“” 设 A，B 为 n 阶 和 矩阵 ， 且 AB=1 《或 BA=1) ， 则 B=A-1. 
下 det(45)= (det 4d)(detB)= det7 = 1 
所 以 det 4 关 0. 4 可 道 
42148=42 天 4 
B= 4 
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] 
det 4 


应 用 : det (47) = 


Tip; AdAz=| 
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例 13 设 44 =7 且 4=-1, 证 明 : F7-4=0. 
证 : F7-4 媳 = 上 -41 -4 
=H(C -7 
=| 旨 4=77 
= 一 |-4=- 了 
= 一 |-7=-4 
-FF7=- 才 =0. 
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例 14 设 
0 
| 
二 2 PBP=A， 求 :7+ 本 . 
1 一] 
解 : 有 =PAP ， 


1+ 可 =1L+PAP=IPIP +PAP 


- P(7 二 A)P =|PZ+A| PP 
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方 阵 乘 积 的 行列 陈 


1 2 3 
1 2 0 
设 7 阶 行 列 式 站 =1 0 3 
1 0 0 .7 


求 第 一 行 各 元 素 的 代数 余子 式 之 和 : 


4 十 4 十 … 十 帮 
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方 阵 乘 积 的 行列 陈 


解 ”第 一 行 各 元 素 的 代数 余子 式 之 和 可 以 表示 成 


] 1 1 … 
] 2 
41+4+…+4 =10 3 |-a ] 一 -| 
:3 记 7 
] 0 0 7 
Tip: 从 第 2 列 开始 乘 以 -1/2, -1/3, … 分 别 加 到 第 1 列 
46 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


学 到 了 什么 ? 
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